Chapitre 2 : Nombres complexes et trigonométrie
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Historiquement, l'introduction des nombres complexes date du XVvi°® siecle,
quand certains mathématiciens italiens (Cardan, Bombelli, Tartaglia, Ferrari)
ont essayé d’obtenir les solutions générales des équations du 3° et 4¢ degré. Pour
cela, ils ont eu besoin de considérer des nombres dont le carré serait négatif. Les
racines carrées qui apparaissent dans le calcul de ces solutions n’existent tout
simplement pas. Oui, mais voila, en utilisant ces nombres inexistants comme 41
étapes intermédiaires, la méthode de Cardan parvient tout de méme a tomber /A A
sur le bon résultat. Jerome Cardan
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1 Calculs algébriques sur les complexes

1.1 Forme algébrique, partie réelle et partie imaginaire d’un nombre complexe

,—[Déﬁnition 1.1 (nombres complexes)} \

L’ensemble des nombres complexes, noté C, est constitué de tous les nombres z de la forme a + ib avec
a et b des réels, et i une constante qui est telle que i2 = —1.
Cette écriture est appelée forme algébrique d’'un nombre complexe. Dans cette écriture :

e le réel a est appelé partie réelle de z, notée Re(z);

e le réel b est appelé partie imaginaire de z, notée Im(z).

On munit C des deux opérations suivantes, appelées lois internes :
e V'addition définie par (a + ib) + (¢ + id) = (a + ¢) +i(b + d).
e la multiplication définie par (a + ib) x (¢ +id) = (ac — bd) + i(bc + ad).

\. J

Ces lois vérifient les propriétés suivantes :

,—[Proposition 1.2 ((C, +,x) est un < corps >>)} \

(i) Les lois + et x sont internes, i.e. : Vz,2/ € C,z+ 2’ € Cet z x 2’ € C.
(ii) Les lois + et x sont commutatives, i.e. : V2,2’ € C,z+2' =2/ +zet 2 x 2/ =2’ X 2.
(iii) Les lois 4 et x sont associatives, i.e. :

"

Vz,2' 2" €C(z4+2)+2" =24 (' +2") et (2 x2') x 2" =2 x (2’ x2")

(iv) 0 est I’élément neutre pour la loi + et 1 est Pélément neutre pour la loi x.
(v) Tout élément z € C admet un opposé noté —z et tout élément z € C* admet un inverse noté L.

(vi) Laloi x est distributive par rapport a la loi +, i.e. : V2,22 € C,z2 x (' +2") =2 x 2"+ 2 x 2.

\. J

Remarques :
e Le produit z x 2’ s’écrira plus simplement zz’.
e Sizz' =0alors z =0 ou 2’ = 0. On dit que (C, + ,X) est < integre .

,—[Déﬁnition 1.3 (nombre imaginaire pur)} \

Un nombre imaginaire pur est un complexe de la forme ib, avec b € R.
L’ensemble des nombres imaginaires purs est noté iR.

,—[Proposition 1.4 (caractérisation 1 des réels, des imaginaires purs)} N\
Pour tout z € C : z€R<«<=TIm(z) =0 et z€iR <= Re(z) =0
,—[Proposition 1.5 (linéarité de la partie réelle et de la partie imaginaire)} N

Pour tous 2z, 2/ € Cet \, N € R :

Re(Az + N'2') = ARe(z) + AN'Re(2') Im(Az + X'2') = Alm(z) + N'Tm(z")
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En particulier, pour tous complexes z et 2’ :
e Re(z+2') =Re(z) + Re(z') et Im(z+2") =Im(z) + Im(2)
e Re(z—2') =Re(z) —Re(?’) et Im(z—2")=Im(z)—Im(z')
e VAR, Re(Az) =ARe(z) et Im(Az)=Am(z)

1.2 Conjugaison

Définition 1.6 (conjugué d’un nombre Complexe)J

Soit z € C, de forme algébrique a +ib (avec a et b € R).
Le conjugué de z est le nombre complexe a — ib. Il est noté Z.

Remarques :
1. Vz € C, Z = z : la conjugaison est involutive.
2.V2€C,z=0<=z=0.

,—[Proposition 1.7 (expression des parties réelle et imaginaire a I’aide du conjugué)}

Pour tout z € C : _ _
Re(z):z—;z Im(z):z_z

\.

J

,—[Corollaire 1.8 (caractérisation des réels, des imaginaires purs & l'aide de la conjugaison)]—

Pour tout z € C :

zER<— 2z2=72 Z2EIR<— z=—-72

\.

,—[Proposition 1.9 (compatibilité de la conjugaison avec les opérations)}

Pour tous z et 2’ € C :

l. z4+ 2 =Z+ 2

\.

Conséquence : Soit z € C.
1. On peut montrer par récurrence que : Vn € N, 2 = z".

2. Side plus z # 0, alors pour n € Z_, de la forme —k avec k € N, on a :

— 1 1 1
donc au final : Vn € Z, 27 = Z".

Remarque : Soit z € C, de forme algébrique a +ib (avec a et b € R).
Alors 2z = (a+ib)(a — ib) = a® — i? b = a® + b°.
En particulier : zZ est un réel positif.
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Application au calcul d’un quotient sous forme algébrique :

/

z .. . . . . . Rz
Pour calculer — (avec z € C et z' € C*), on < multiplie par le conjugué du dénominateur >, i.e. on calcule =
< 2'z

(le dénominateur est alors un réel).
1+2i

Exemple 1.10 : Déterminer la forme algébrique de CEwT
i

1.3 Module

Définition 1.11 (module d’un nombre complexe)}

Soit z € C. Le module de z est le réel positif v/2Z. Il est noté |z|.

Il faut retenir que m

Calcul du module a partir de la forme algébrique :
Si z € C est de forme algébrique a +ib (avec a et b € R), alors : |z| = Va2 + b2.
Remarques :
1. VzeC, |Z| = |#|
2. Le module d’'un réel est égal a sa valeur absolue, ce qui justifie qu'on les note de la méme facon.
3.V2e€C,z2=0«< 2| = 0.
Par conséquent, si z # 0, alors |z| > 0.

,—[Proposition 1.12 (encadrement des parties réelles et imaginaires)] N
Pour tout z € C :
1. |Re(z)] < |z|, c’est-a-dire —|z| < Re(z) < |#|
2. |Im(2)| < |z|, c’est-a~dire —|z| < Im(z) < |7|
,—[Proposition 1.13 (compatibilité du module avec les opérations X et —)J N\
Pour tous z et 2/ € C :
1. 22| = |z| x |#/]
2. 812/ #£0, alors |—| = Izl
2! |2/|
Conséquence : Soit z € C.
1. On peut montrer par récurrence que : ¥n € N, |2"] = |z|™.

2. Si de plus z # 0, alors : Vn € Z, |2"] = |z|™.

Remarque : En revanche, les opérations + et — ne sont pas compatibles avec le module. En général, on aura
seulement des inégalités.

,—[Théoréme 1.14 (inégalité triangulaire)} |

Soient z et 2’ € C.
L |+ 2] < J2l + 12/
2. cas d’égalité :  |z4 2| =|z|+ 7| & INER, 2=  ouz =Xz
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Corollaire 1.15 (inégalité triangulaire inversée)]

Pour tous z et 2/ € C :
|Iz] = 12'l] < |z = 2'| < |2 + 12|

2 Représentation géométrique des nombres complexes

).

Dans tout le chapitre, le plan est muni d’un repeére orthonormé direct (O; i ; j

2.1 Affixes et images

,—[Déﬁnition 2.1 (point image et vecteur image d’un nombre complexe)} N\

Soit z € C, de forme algébrique a +ib (avec a et b € R).
On appelle :

1. point image de z le point du plan de coordonnées (a,b);

2. vecteur image de z le vecteur du plan de coordonnées (a,b).

\. J

,—[Déﬁnition 2.2 (affixe d’un point ou d’un vecteur du plan)] \

1. Soit M un point du plan, de coordonnées cartésiennes (a ,b).
Le nombre complexe a + ib est appelé affixe du point M.

2. Soit @ un vecteur du plan, de coordonnées cartésiennes (a,b).
Le nombre complexe a + ib est appelé affixe du vecteur .

\. J

,—[Proposition 2.3 (correspondance entre opérations sur les vecteurs et sur les complexes)]—

Soient u} et w5 deux vecteurs du plan, d’affixes respectifs z1 et z5, et soient deux réels \ et p.
Alors I'affixe du vecteur \uj + /1172) est Azy + p 2o.

\. J

,—[Proposition 2.4 (affixe d'un vecteur défini par deux points)} N\

Soient A et B deux points du plan, d’affixes respectifs z4 et zp.
Alors laffixe du vecteur AB est le complexe zg — z4.

2.2 Interprétation géométrique de la conjugaison

Proposition 2.5 (interprétation géométrique de la conjugaison)}

Pour tout z € C, les points d’affixes z et Z sont symétriques par rapport a I’axe des abscisses.

Autrement dit, la conjugaison correspond a la symétrie (orthogonale) par rapport a l’axe des abscisses.
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2.3 Interprétation géométrique du module

,—[Proposition 2.6 (interprétation géométrique du module)] \

Soit z € C, et soient M le point image de z, U le vecteur image de z.
Alors le module |2| est égal & la longueur OM, ou encore & la norme || .

\. J

,—[Corollaire 2.7 (interprétation géométrique du module d’une différence)] N\

Soient A et B deux points du plan, d’affixes respectifs z4 et zp.
Alors la longueur AB est égale & |zp — z4].

\. J

,—[Proposition 2.8 (cercles et disques)} <

Soient zg € C et r € RY.
On note My le point d’affixe zg.

1. L’ensemble {z € C / |z — 29| = r} correspond au cercle de centre My et de rayon 7.
2. L’ensemble {z € C / |z — zp| < r} correspond au disque fermé de centre My et de rayon 7.

3. L’ensemble {z € C / |z — 29| < r} correspond au disque ouvert de centre My et de rayon 7.

3 Equations algébriques

,—[Déﬁnition 3.1 (équation algébrique)} \

Une équation algébrique est un équation d’inconnue complexe z € C de la forme

P(z)=0

ou P est une fonction polynomiale i.e. P : z — ag + a1z + -+ + a,2" avec n € N, ag,a1,--- ,a, € C.
Dans le cas ou a,, # 0, on dit que la fonction polynomiale et ’équation sont de degré n.

\. J

Note culturelle sur les équations algébriques :

Théoréme de D’Alembert-Gauss (1799) : toute équation de degré n € N* admet au moins une solution dans C.
De plus, lorsque n < 4, il existe des méthodes pour résoudre explicitement n’importe laquelle de ces équations
(méthode de Cardan pour n = 3, de Ferrari pour n = 4).

En revanche, ceci n’est plus possible pour un degré n > 5 (théoréme de Galois, 1831); on peut néanmoins utiliser
des méthodes numériques pour trouver des valeurs approchées des solutions (qui existent toujours).

,—[Proposition 3.2 (factorisation en cas de ra,cine)} \

Soit P une fonction polynomiale non nulle.
Supposons qu’il existe a € C tel que P(a) = 0.
Alors il existe une fonction polynomiale @) de degré strictement inférieur & P telle que pour tout z € C,

P(2) = (2 - 0)Q(2)

En particulier, pour tout z € C, P(z) = 0 si et seulement si z = « ou Q(z) = 0.
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Méthode 1 : Dans la résolution d’une équation algébrique, il est intéressant de trouver des solutions particuliéres
afin de se ramener o une équation de degré inférieur.

Exemple 3.3 : Déterminer les solutions de ’équation d’inconnue complexe z suivante 2% — 22 + 2z — 1 = 0.

3.1 Racines carrées d’'un nombre complexe

Définition 3.4 (racine carrée d’un nombre complexe)]

Soit a € C.
On appelle racine carrée de a tout nombre complexe z tel que 22 = a.

Exemple 3.5 :
1. Les racines carrées de —1 sont i et —i, car :
P=le= == 22-1? =0 (2-i)(2+i)=0<= (z—i=0o0uz+i=0) < (z =iou z = —i)
2. Les racines carrées de 2 sont ...
3. Les racines carrées de —2 sont ...

Remarque : Un complexe pouvant admettre plusieurs racines carrées, on ne peut pas utiliser le symbole /a
lorsque a € C (sauf quand a € R, : dans ce cas \/a est I'unique réel positif = tel que 2% = a).

Théoréme 3.6 (calcul des racines carrées d’un nombre complexe non nul)]

Tout nombre complexe a € C* possede exactement deux racines carrées, qui sont opposées.

La démonstration de ce théoréme sera vue plus loin. En pratique, pour calculer une ou les racine(s) carrée(s) d’un
nombre complexe, on raisonne par équivalence en utilisant le module pour obtenir une équation supplémentaire.

Exemple 3.7 : Calculer les racines carrées complexes de 5 — 12i.

3.2 Cas général

,—[Théoréme 3.8 (résolution d'une équation de degré 2 dans (C)J |

Soient a, b et ¢ € C, avec a # 0.
On cherche & résoudre dans C 1’équation du second degré az? + bz + ¢ = 0.
Soit A = b? — 4ac, appelé discriminant de ’équation.

—b+6 ot —b—9

1. Si A # 0, 'équation admet deux solutions distinctes : 5
a a

, oll J est une racine

carrée complexe de A.

—b
2. Si A =0, I’équation admet une unique solution : % (dite solution double).
a

Remarques :
1. Il n’y a pas lieu de discuter suivant le signe du discriminant A, car celui-ci n’est pas forcément réel.

2. Au cours de la démonstration, on voit en particulier que ’expression az? + bz + ¢ se factorise en
a(z — 21)(z — 22), avec 21 et 23 les solutions (éventuellement confondues) de I'équation az? + bz + ¢ = 0.

PCSI 803, Lycée Déodat de Séverac 7 2025/2026
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,—[Corollaire 3.9 (cas particulier des équations du second degré & coefficients réels)} N\

Soient a, b et ¢ € R, avec a # 0.
On cherche & résoudre dans C 1’équation du second degré az? + bz + ¢ = 0.
Soit A = b? — 4ac le discriminant de 1’équation (qui est ici un réel).

—b+VA L -b—VA

2a 2a

—b+1iy/|A] ot —b—1iy/|4]
2a 2a '

1. Si A > 0, 'équation admet deux solutions réelles distinctes :

2. Si A <0, ’équation admet deux solutions complexes distinctes :

—b
3. Si A =0, I’équation admet une unique solution réelle : %"
a

\. J

,—[Proposition 3.10 (relations entre coefficients et racines d’une équation du second degré)]—

Soient a, b et ¢ € C, avec a # 0, et soient 21 et zo € C.
Les deux conditions suivantes sont équivalentes :
1. 21 et 2o sont les solutions (éventuellement confondues) de 'équation az? + bz + ¢ = 0.

—b c
2. 21+20=— et z12z9=—.
a a

Conséquence : Pour chercher des nombres complexes z; et zo dont on connait la somme S et le produit P, on
résout 1’équation z? — Sz + P = 0.

Zl+22:2i

. d’inconnues complexes z; et zs.
Z129 = 2—4i p ! 2

Exemple 3.11 : Résoudre le systeme {

4 Formes trigonométriques d’un nombre complexe

4.1 Trigonométrie

,—[Déﬁnition 4.1 (cosinus,sinus)} \
Soit a € R. 1
On note M le point du cercle trigonométrique tel M
que le vecteur OM forme un angle de mesure a sin(a) F----->

avec ’axe des abscisses. |
On appelle cosinus de a et on note cos(a) Iabscisse 1
du point M. l
On appelle sinus de a et on note sin(a) 'ordonnée O cos(a) |1
du point M.

Note culturelle sur les fonctions trigonométriques :

Bien que T’histoire des fonctions trigonométriques semble avoir débuté il y a environ 4 000 ans, l’écrit le plus
ancien du sinus apparait au VIII® siecle av. J.-C. dans des textes religieux écrits en indien ancien. On y trouve
notamment la valeur exacte de sin(7).

PCSI 803, Lycée Déodat de Séverac 8 2025/2026
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4.1.1 Formulaire
Soient a et b € R.
1. cos?(a) + sin®(a) = 1

2. Formules d’addition :
e cos(a+b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
3. Formules de soustraction :
e cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)
4. Formules de duplication :
e cos(2a) = cos?(a) — sin®(a) = 2cos?(a) — 1

5. Formules de linéarisation :

e cos’(a) = 1+ cos(20) c;s(Qa)
e sin?(a) = 1- c;s(Qa)

Cas particuliers des formules d’addition :

e cos(a+ ) = cos(a — m) = — cos(a)
) s(7r a) = — cos(a)

e cos(a+ §) = —sin(a)

e cos(a — 5) = sin(a)

e cos(§ —a) = sin(a)

Résolution d’équations trigonométriques :

e sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a)

e sin(a — b) = sin(a) cos(b) — sin(b) cos(a)

e sin(2a) = 2sin(a) cos(a)

cos(a + b) + cos(a — b)

e cos(a) cos(b) =

e sin(a)sin(b) =

2

cos(a — b) — cos(a + b)

e sin(a) cos(b) =

2

sin(a 4+ b) + sin(a — b)

+

[
]
=
=]
—~ N~~~

oy & 2 3 9
+
SERSERESE]

I
S

cos(x) = cos(xg) <= (r =zo [27] ouz = —xg [27] )  sin(z) =sin(zg) <= (z = 2] ou x =7 — 20 [27] )
1 1
sin(xq)
Zo | cos(zp) T — Zo Z0o
0] Jz‘oi 1 (0] 1
Exemple 4.2 :
1
e Résoudre Iéquation cos(z) = 5
3
e Résoudre 'inéquation sin(z) > g
PCSI 803, Lycée Déodat de Séverac 9 2025/2026
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4.1.2 Tangente

Définition 4.3 (tangente)}

in(6
Pour tout § € R\{3 + k7 / k € Z}, on définit tan(f) = 22;((9))

cOté opposé

Relation dans un triangle rectangle : < tan = ———
coté adjacent

I Quelques valeurs particulieres :
| — o Jolslz]3] 3
= cos(f) | 1 @ % 1 0
¢ -
sin() [0 4 [ 2|3 1
tang p---------- tan(6) | 0 % 1 | /3 | non défini
Relations & connaitre : Soient a et b dans R\{§ + k7 / k € Z}.
e Imparité : tan(—a) = — tan(a)
e Périodicité : Vk € Z, tan(a + k) = tan(a)
t tan(b
e Formule d’addition : tan(a + b) = 1 ant(:i(—;) ?;IE(Z) (sta+b# 7% [7])
t — tan(b
e Formule de soustraction : tan(a — b) = T j—n‘gzr)l(a) Z?IE(())) (sia—b#7% [n])
. . 2tan(a) )
e Formule de duplication : tan(2a) = ———/~ (si 2a # § [7] )
1 — tan®(a)
1
¢ Relation entre tangente et cosinus : 1 + tan®(a) =
cos?(a)
Résolution d’équations trigonométriques :
tan(z) = tan(zg) <= =z [7]
1
tan(zg) F-------
Lo
1
Exemple 4.4 :
e Résoudre I'équation tan(z) = 1.
e Résoudre I'inéquation tan(x) < V3.
10 2025/2026
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4.2 Nombres complexes de module 1

Notation :

. 1
Remarque : Si z € U, alors 2z = |2/? =1, donc z = —.
z

On définit 'ensemble U = {z € C / |z| = 1} (ensemble des nombres complexes de module 1).

Définition 4.5 (exponentielle d’un nombre imaginaire pur)]

Soit un réel #. On définit le nombre complexe el = cos 6 + isin 6.

Remarque : Pour tout réel 0 : e

Théoréme 4.6 (paramétrisation du cercle unité par cosinus et sinus)}

(la derniere égalité est vraie car '’ € U, c.f. ci-dessous)

U={e?/0ecR}

Valeurs particuliéres a connaitre : el =1 elm =1 3 =i e 1% =
,—[Proposition 4.7 (formules d’Euler)} N
Pour tout réel 6 : " " " "
el e 1 el _ i
cos(f) = e te et sin(f) = —————
2 2i
,—[Théoréme 4.8 (exponentielle d’'une somme de deux imaginaires purs)] N
Pour tous réels 0 et ¢ : el0T9) = ¢if giv,
. ’ . el eie
Remarque : On en déduit, pour tous réels 0 et ' : el(0=0) = elfe—10" — 5
e
Corollaire 4.9 (formule de Moivre)}
Pour tous 6§ € Ret n € Z : e"? = (ei?)".
Exemple 4.10 : Soit z € R. Exprimer sin®(z) comme une combinaison linéaire de sin(nz).
— technique a retenir : linéarisation des fonctions circulaires
Exprimer sin(3z) comme un polynéme en sin(x).
— technique a retenir : développement des fonctions circulaires
4.3 Arguments et formes trigonométriques
Théoréme 4.11 (forme trigonométrique d’un nombre complexe non nul)}
Pour tout z € C*, il existe r € R} et 6 € R tels que z = relf.
Une telle écriture est appelée une forme trigonométrique de z.
PCSI 803, Lycée Déodat de Séverac 11 2025/2026
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. . z . L. i
Démonstration. Le complexe ﬂ est de module 1, donc il s’écrit sous la forme €'?, avec 6 € R.
z
On a donc z = |z| e!?, avec |z| > 0. O
Remarque : Si z € C* a pour forme trigonométrique r el
On a donc unicité pour r (mais pas pour 6).

, avec 1 € R et 6 € R, alors nécessairement r = |z|.
Interprétation géométrique :

Soit z = rei? € C* avec r cRY et 0 R

On note M le point image de z.

Le réel r est égal a la distance OM.

Le réel 6 est une mesure de l'angle orienté ( ¢ ; OM).

On dit que (r,0) est un couple de coordonnées polaires de M.

=<

Définition 4.12 (argument d’un nombre complexe non nul)]

Soit z € C*, de forme trigonométrique re'’, avec r € R% et 0 € R.
On dit alors que 6 est un argument de z.

Attention : on a pas unicité de I'argument, néanmoins il est unique < a 27 pres >.

,—[Proposition 4.13 (condition d’égalité de deux complexes sous forme trigonométrique)]—

Pour tous r, r’ € R%, 6, 0’ e R :

Conséquence : Les arguments d’un nombre complexe sont congrus entre eux modulo 27.

Exemple 4.14 : Soit t,p,q € R. Factoriser 1 + e't, 1 — el?, e? 4 el? et elP — 4.
— technique a retenir : factorisation par I’angle moitié.

,—[Théoréme 4.15 (argument d’un produit, d’un quotient, d’une puissa,nce)} N\

Soient z et 2/ € C*, et soient 6 et §’ des arguments respectivement de z et 2’

1. Un argument de zz’ est 6 + 6.
2. Un argument de i/ est 6 — 0.
z

3. Pour tout n € Z, un argument de z" est nf.

\. J

Exemple 4.16 : Calculer (1 +1)*.
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4.4 Applications
4.4.1 Alignement et orthogonalité
,_{Théoréme 4.17 (interprétation géométrique du module et d’un argument de 2—;:—;;‘)} <

\.

Soient A, B et C trois points distincts du plan, d’affixes respectifs z4, zp et z¢.
20 — %A

On consideére le nombre complexe Z = .
2B — %A

AC
1. L dule de Z est égal a —.
e module de Z est égal & ——

2. Un argument de Z est une mesure de ’angle orienté (/@ ; /@)

\.

,—[Corollaire 4.18 (traduction de I’alignement et de l’orthogonalité)] N\

Soient A, B et C trois points distincts du plan, d’affixes respectifs z4, zp et z¢.

Zc— 2
1. Les points A, B et C sont alignés si et seulement si 2024 R
ZB — %A
. g . RC — %A .
2. Les droites (AB) et (AC) sont orthogonales si et seulement si —— € iR.
ZB — RA

J

Exemple 4.19 : Considérons les points du plan A, B et C, d’affixes respectives z4 = 5+ 2i, zp = 2 + 6i et
zo =1 —1i. Le triangle ABC est il rectangle en A?

4.4.2 Calcul des racines n-iémes

Définition 4.20 (racines n-iémes d’un nombre complexe)}

Soient n € N* et a € C.
On appelle racine n-ieme de a tout nombre complexe z tel que 2" = a.

Pour n = 2, on retrouve la notion de racines carrées.

Notation : On note U,, = {z € C / 2™ = 1} l'ensemble des racines n-iemes de 'unité.

\.

,—[Théoréme 4.21 (résolution de 2™ = 1)] \
Soit n € N*. N
Les éléments de U,, sont les n nombres complexes distincts e%, pour k € {0;...;n— 1}.

2ikm

Autrement dit, U,, = {e n o ke{0;...;n— 1}}

Remarques :

1.

En particulier : U,, C U.

2ikm

2. Les n éléments de U,, peuvent aussi étre décrits par e » | pour k dans n’importe quel ensemble de n entiers
consécutifs.
3. En notant w = ezvi:r, onaque U, ={l;w;...;w" 1}
Exemples 4.22 : U; = {1} Uy ={1;-1} [U?,:{1;j;j2},awecj:ez%r Uy ={1;i;-1;-i}

Attention : en physique, j désigne le nombre compleze i des mathématiciens.
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2im

Propriétés a retenir pour le nombre complexe j=e73

P=i=i =i it= =7 =1 PAit1=0

Proposition 4.23 (représentation géométrique des racines n-iemes de l’unité)]

Soit un entier n > 3. Les racines n-iemes de 'unité ont pour images les n sommets d’un polygone
régulier a n cotés, inscrit dans le cercle de centre O et de rayon 1.

Illustration :
o 9. Casn=4: Casn=5: _
L m =g M) . Mo
1) Ma(e™5")
Mo (1) Mo (1) Mo(1)
0 Ma(—1) | 0]
M3(961T7T) 8im

M>(52) My(e 57)
,—[Théoréme 4.24 (résolution de 2™ = a)] \

Soient a € C* et n € N*. Considérons une forme trigonométrique r e’ de a, avec r € R7 et 6 € R.

i6 . EEN
1. Le nombre complexe zg = {/ren est une racine n-ieme de a.

2. Les racines n-iemes de a sont au nombre de n, et elles s’obtiennent en multipliant zy par toutes
les racines n-iemes de 'unité. Autrement dit, I’ensemble des racines n-iémes de a est ’ensemble :

Remarque : Dans le cas particulier n = 2, on retrouve le théoreme sur les racines carrées d’un nombre complexe.

Exemple 4.25 : Trouver les racines 4-iemes de 1 + iv/3 et les racines 3-iemes de —27.

4.4.3 Fonctions circulaires et factorisation

Factorisation de cos(z) %+ cos(y), de sin(z) £ sin(y) :
Factoriser € + €'Y en utilisant une factorisation par ’angle moitié, puis prendre la partie réelle ou imaginaire.

Exemple 4.26 : Soit = € R. Factoriser sin(x) + sin(3x).

Proposition 4.27 (transformation de a cos(wt) + bsin(wt) en A cos(wt + 4,0))}

Soit (a,b) € R?, et soit w € R%.
On considere la fonction f : R — R définie par f : ¢t — acos(wt) + bsin(wt).
Il existe A € Ry et ¢ €] — m; 7] tels que pour tout ¢t € R, f(t) = Acos(wt + ).

Une telle fonction est appelée fonction sinusoidale. y y = Acos(wt +

A
e Sa période est %’T /jRA COS/A /\
1 t
e A est 'amplitude des oscillations. / _% M

e © est la phase a l'origine.

®)

Exemple 4.28 : Résoudre I'équation cos(2x) — v/3sin(2z) = 1 d’inconnue réelle z.
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5

Exponentielle complexe

Définition 5.1 (exponentielle d’un nombre complexe)}

Soit z € C, de forme algébrique z = a+1ib avec a et b € R.

L’exponentielle de z, notée exp(z) ou e, est le nombre complexe e® el®.

Remarque : Vz € C, e® #£ 0.

\.

,—[Proposition 5.2 (module et argument d’un exponentielle complexe)} N

Pour tout z € C, le complexe e€* a pour module e®(*) et pour argument Im(z).

\.

,—[Proposition 5.3 (exponentielle d’une somme)] \

’

7
Pour tous z et 2’ € C, e*t% = e”e”.

Conséquence : Pour tous zet 2/ € C: e * = L e =5 Vn € Z, e"* = (e*)"

\.

,—[Proposition 5.4 (exponentielle d’un conjugué)

N

Pour tout z € C, exp(z) = exp(z).

\.

,—[Proposition 5.5 (condition d’égalité de deux exponentielles complexes)] N\

Vz,2' € C : exp(z) = exp(z’) < z=2' [2in]

J

Méthode : Pour résoudre une équation du type e* = y, écrire le second membre y sous forme exponentielle
complexe.

Exemple 5.6 : Résoudre dans C I’équation e* = —2.

6 Transformations du plan

Dans cette partie, on notera P I'ensemble des points du plan. Une transformation du plan est une application de
P dans lui-méme. Une telle transformation correspond a une fonction f: C — C.

Transformations & connaitre :

La fonction complexe z — Z correspond a la symétrie axiale par rapport a I’axe des abscisses.

La fonction complexe z — —z correspond a la symétrie centrale par rapport a ’origine.

Soit @ le vecteur d’affixe b € C. La fonction complexe z — z + b correspond a la translation de vecteur .
Soit A € R. La fonction complexe z — Az correspond a ’homothétie de centre O et de rapport .

Cela signifie que I'image d’un point M est le point M’ défini par OM' = )\O—]\Zf.

Soit # € R. La fonction complexe z — el correspond 4 la rotation de centre O et d’angle 6.

OM =0M'

L’angle orienté (O—]\Zf ; W) a pour mesure 6

Cela signifie que I'image d’un point M est le point M’ défini par : {
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